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积, 其中η = C
⊗
Z L. [BDT]中考虑的格L由ci, di(i = 1, 2, · · · , ν)张成, 并有一个Z−值双
线性型(·, ·)使得(ci, cj) = (di, dj) = 0, (ci, dj) = δij.










i=1 Zci. 半格顶点代数V是格顶点代数VL的一个顶点子代数. 为研究V的顶
点代数表示, 作者又定义了两个结合代数A和B. B由eα和di生成, 满足生成关系：
e0 = 1, eα+β = eαeβ, dieα − eαdi = (di, α)eα,






文中, 根据L+C , 我们构造了两个结合代数A
+和B+.
我们的工作分两章：在第一章中, 我们给出了结合代数A+(B+)的概念. 接着构造
出A+的两类表示Mω和C[t1, · · · , tν ]. 我们确定了A+的一组基元. 作为“副产品”, 我们
证明了A+是Weyl代数的一个子代数. 在第二章中我们算出代数A+的GK维数.















Associative algebras play very important roles in many mathematical fields, the study
of which began in the 1850s.
The lattice vertex algebras form an important classes of vertex algebras. S. Berman,
C. Dong and S. Tan studied the representation theory for certain ”half lattice” vertex
algebras which are related to the studying of the representation theory for toroidal Lie al-
gebras ([BDT]). Let L be an even lattice and let VL be the associated lattice vertex algebra.




a group algebra C[L], where η = C
⊗
Z L. The lattice L considered in [BDT] is spanned
by ci, di for i = 1, 2, · · · , v with the Z-bilinear form determined by (ci, cj) = (di, dj) = 0
and (ci, dj) = δij.










i=1 Zci. The half lattice vertex algebra V is a vertex subalgebra of the
lattice vertex algebra VL. In order to study the representations of V , associative algebras
A and B are defined. B is generated by eα and di, subject to the relations:
e0 = 1, eα+β = eαeβ, dieα − eαdi = (di, α)eα,
for α, β ∈ LC , 1 ≤ i, j ≤ v. A is the quotient of B modulo relations didj = djdi for all
i, j. Furthermore, they give a one to one correspondence between the A-modules and the
modules of the half lattice vertex algebra V. That is, a V-module can be constructed
from an A-module and an A-module can be constructed from a V-module. So the work
of constructing more representations of the associative algebra A is meaningful. Denote
L+C =
∑v
i=1Nci, where ν is a positive integer. In this paper, two associative algebras A+
and B+ are constructed according to L+C .
There are two chapters in this paper. In the first chapter, the associative algebras














are defined and studied. A basis of A+ is given. As a byproduct, it is proved that A+
is a subalgebra of the Weyl algebra. In the second chapter, the GK-dimension of A+ is
determined.



















中, 格顶点代数([FK], [S1])是非常重要的一类. S. Berman, C. Dong和S. Tan在研究
与toroidal李代数([BB], [BBS], [EM], [MRY])表示理论有关的所谓”半格”顶点代数V的表
示理论([BDT])时, 将半格顶点代数([B], [FLM])的(不可约)模与结合代数的(不可约)模很






















令L := LC + LD, 并在L上定义对称双线性型(·, ·):










[BDT]的作者先构造出结合代数A和B. 结合代数B是由{eα|α ∈ LC}和{di|1 ≤ i ≤
ν}生成, 并且满足如下关系：
e0 = 1, eα+β = eαeβ, dieα − eαdi = (di, α)eα,















应关系. 也就是说, 他们能够从结合代数A的模构造出半格顶点代数V的模, 同样, 从半格
顶点代数V的模构造出结合代数A的模. 这就意味着, 要想构造半格顶点代数V的模, 只
需要构造结合代数A的模. 所以说结合代数对于半格顶点代数的研究起到很重要的作用,















广泛应用. 1966年, I.M. Gelfand和A.A. Kirillov在他们关于有限维李代数的包络代数
的可除商域的两篇奠基性文章([GK1], [GK2])中提出如下猜想:设g为代数闭域F上一个
有限维李代数, U(g)为其包络代数, 如果K是U(g)的可除商域Q(U(g))的中心, 那么存






















环A1(K)−模是Holonomic模. 由于Holonomic模具有有限长度, 按照表示论的观点, 一
个自然的问题是: 是否所有单An(K)−模都是Holonomic模? 在1985年以前从事Weyl代
数研究的代数学家们几乎都从直观上相信所有单An(K)−模是Holonomic模. Stafford
1985年给出的反例表明, 当n ≥ 2时并非所有单An(K)−模都是Holonomic模. 进一步地,
由Bernstein和Lunts后来的结果可知当n ≥ 2时大多数An(K)−模不是Holonomic模. 后
































(1) 存在一个从V到(EndV )[[z, z−1]]的线性映射Y , 使得：





其中z为形式变量, v ∈ V, vn ∈ EndV ;
(2) 对任意u, v ∈ V, 当n足够大时有：unv = 0;
(3) 存在一个向量1 ∈ V 使得：
Y (1, z) = 1,
Y (u, z)1 ∈ V [[z]],∀u ∈ V ,
limz→0Y (u, z)1 = u, ∀u ∈ V ;
(4) 存在V上的一个线性变换D使得
[D,Y (u, z)] =
d
dz
Y (u, z) = Y (Du, z),∀u ∈ V ;




)Y (u, z1)Y (u, z2)− z−10 δ(
z2 − z1




)Y (Y (u, z0)v, z2),
则称四元组(V, Y, 1, D)为一个顶点代数, 有时简记顶点代数(V, Y, 1, D) 为V .
设V是一个顶点代数, W是一个向量空间, 如果存在一个线性映射















(1) 对任意u ∈ V, ω ∈ W, 当n足够大时有：unω = 0;
(2) YW (1, z) = 1;




)YW (u, z1)YW (u, z2)− z−10 δ(
z2 − z1































令L := LC + LD, 并在L上定义对称双线性型(·, ·):
























结合代数B是由{eα|α ∈ LC}和{di|1 ≤ i ≤ ν}生成, 并且满足如下关系：
e0 = 1, eα+β = eαeβ, dieα − eαdi = (di, α)eα,
其中α, β ∈ LC , 1 ≤ i, j ≤ v. 结合代数A是模去关系didj = djdi的B的商代数. 他们证明
出结合代数A的（不可约）模与半格顶点代数V的（不可约）模之间有一个一一对应.
也就是说, 他们能够从结合代数A的模构造出半格顶点代数V的模, 同样, 从半格顶点代
数V的模构造出结合代数A的模. 这就意味着, 要想构造半格顶点代数V的模, 只需要构
造结合代数A的模.
于是在[BDT]中先构造了一个B−模Mω,具体构造如下: 任意给出两个整数µ, ν且1 ≤
µ ≤ ν, 考虑Laurent多项式代数C[t±11 , · · · , t±1µ−1]和多项式代数C[tµ, · · · , tν ]. 对于任意固
定的Laurent多项式fi = fi(t1, · · · , tµ−1) ∈ C[t±11 , · · · , t±1µ−1], i = 1, 2, · · · , µ − 1,和非零复
数ai, i = µ, · · · , ν 定义符号
ω = ω(f1, · · · , fµ−1|aµ, · · · , aν).
现在定义向量空间
Mω = C[t±11 , · · · , t±1µ−1, tµ, · · · , tν ]ω.









djfω = (tj∂jf + fjf)ω, 1 ≤ j ≤ µ− 1,
djfω = tjfω, µ ≤ j ≤ ν,
其中α =
∑ν
i=1 mici ∈ LC , ∂i = ∂/∂ti. 在此作用下Mω是B−模. 接着研究它的一些性质,
例如Mω是不可约的, 模同构的充要条件和相应的Mω成为不可约的A−模的充要条件等
结论.
设Q = (qij)是任意一个元素为非零复数的ν × ν矩阵, 并且满足
qii = 1, qij = q
−1




















ji )eα+β, dieα − eαdi = (di, α)eα, didj = djdi,
其中α =
∑ν
i=1 mici, β =
∑ν







定义1.1.1 B+是由生成元{eα|α ∈ L+C} ∪ {di|1 ≤ i ≤ ν}和生成关系
e0 = 1, eα+β = eαeβ, dieα − eαdi = (di, α)eα, α, β ∈ L+C , 1 ≤ i, j ≤ v
决定的结合代数. 又定义A+是结合代数B+模去关系didj = djdi得到的结合代数.




模. 不同于文献[BDT]中的结论, 我们证明了这类模是可约的, 并找到了这类模的一个极
大真子模.
1.2 结合代数A+的结构
为了找到A+的一组基, 我们先给出A+的一个表示V = C[t1, · · · , tν ], 然后得到A+的
一个算子构造, 从而发现A+是Weyl代数的一个子代数.
令V := C[t1, · · · , tν ], 定义A+在V上的作用：任给f ∈ V, α =
∑ν
i=1 mici ∈ L+C ,
eαf = t
m1





























1 · · · tmν+nνν f = eαeβf ;
(2)dieαf = dit
m1
1 · · · tmνν f = (mi + ki)eαf ,
[eαdi + (di, α)eα]f = kieαf + mieα]f = (mi + ki)eαf,
即[di, eα]f = (di, α)eαf ;
(3)didjf = di(kjf) = kikjf = kjkif = djdif. ¤
为了方便起见我们给出下列符号：若b = (n1, · · · , nν) ∈ Nν , 则记db = dn11 · · · dnνν .































































记4 = {α|kα,b 6= 0}, 按字典顺序Nν是一个全序集, 即
(k1, k2, · · · , kn) > (l1, l2, · · · , ln)
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